Les vari\'et\'es sur le corps \`a un \'el\'ement by Soulé, Christophe
ar
X
iv
:m
at
h/
03
04
44
4v
1 
 [m
ath
.A
G]
  2
8 A
pr
 20
03 Les varie´te´s sur le corps a` un e´le´ment
Christophe Soule´
May 30, 2018
Une fantaisie re´currente de plusieurs mathe´maticiens ([22], [14], [19], [11], . . .)
est l’existence d’un “corps a` un e´le´ment”, note´ F1, et d’une ge´ome´trie alge´brique
sur ce corps. On pense par exemple que le groupe des points de SLN dans F1 est
le groupe syme´trique des permutations de N lettres, et que ces N lettres sont les
points dans F1 de l’espace projectif P
N . Et l’on s’est aperc¸u depuis longtemps
que des formules connues pour les points d’un groupe de Chevalley dans le corps
fini Fq, q > 1, donnent par la spe´cialisation q = 1 des formules vraies pour le
groupe de Weyl correspondant. Par ailleurs, l’analogie entre corps de nombres
et corps de fonctions incite a` chercher un corps de base pour la courbe affine
Spec(Z). Enfin, il y a un inte´reˆt croissant en ge´ome´trie arithme´tique pour les
varie´te´s alge´briques sur Z issues de constructions combinatoires sur les ensem-
bles finis.
Le but de cet article est de proposer une de´finition des varie´te´s sur F1. Pour
ce faire, on part de l’ide´e qu’une varie´te´ X (de type fini) sur F1 doit avoir une
extension des scalaires a` Z, qui sera un sche´ma XZ de type fini sur Z. Les points
de X (dans un anneau ad hoc) sont alors une partie, qu’on supposera finie, de
l’ensemble des points de XZ. Par exemple, l’ensemble des points du groupe
multiplicatif Gm sur F1 dans un anneau R fini et plat sur Z est l’ensemble (fini)
des racines de l’unite´ contenues dans R.
La varie´te´ XZ doit eˆtre entie`rement de´termine´e par X (a` isomorphisme
unique pre`s). Autrement dit, les varie´te´s sur Z obtenues par extension des
scalaires de F1 a` Z posse`dent une description “combinatoire finie”. Notre
re´sultat principal (The´ore`me 1) est que les varie´te´s toriques lisses peuvent eˆtre
de´finies sur F1. Un autre exemple, inspire´ de la the´orie d’Arakelov, consiste a`
associer a` tout re´seau Λ ≃ Zd muni d’une norme hermitienne sur Λ ⊗
Z
C une
varie´te´ affine sur le corps F1. Cependant, nous n’avons pas su, a` ce stade, de´finir
sur F1 les groupes de Chevalley et les varie´te´s de drapeaux.
Pour en revenir a` la de´finition d’une varie´te´ X sur F1, il se trouve que la
donne´e des points de X ne suffit pas a` de´terminer la varie´te´ alge´brique XZ sur
Z. C’est pourquoi nous sommes conduits a` adjoindre a` la donne´e des points
celle de fonctions, a` savoir une C-alge`bre aX , qui sera dans nos exemples une
alge`bre de Banach commutative. La de´finition de X permet aussi d’e´valuer les
fonctions de aX aux points de X . Dans le cas de Gm par exemple, l’alge`bre
aGm est celle des fonctions continues sur le cercle unite´.
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Une varie´te´ V sur Z de´finit un “objet sur F1”, constitue´ du foncteur des
points de V et de l’alge`bre des fonctions alge´briques sur V (C). Si X est une
varie´te´ sur F1, son extension XZ a` Z est un objet initial parmi toutes les varie´te´s
V sur Z telles qu’il existe un morphisme d’objets sur F1 deX vers V (De´finitions
3 et 5). L’existence de XZ est une proprie´te´ non triviale de l’objet X .
Ce texte est organise´ comme suit. Le premier paragraphe est un bref his-
torique du corps F1 et des spe´culations auxquelles il a donne´ lieu. Le second
explique quels raisonnements ont conduit aux de´finitions pre´sente´es ici, qui font
l’objet du troisie`me paragraphe. La section 4 donne quelques proprie´te´s des
varie´te´s sur F1, qui indiquent une certaine cohe´rence de la the´orie envisage´e. On
peut par exemple de´finir des varie´te´s sur F1 par recollement (Proposition 5). La
section suivante montre que les varie´te´s toriques lisses et les re´seaux hermitiens
sont des exemples de varie´te´s sur F1.
Dans le paragraphe 6 nous de´finissons, dans certains cas, la fonction zeˆta
ζX(s) d’une varie´te´ X sur F1, a` partir du nombre de points de X dans les
extensions finies de F1. Cette fonction ζX(s) est un polynoˆme de la variable s,
qui est bien celui pre´vu par Manin dans son article [?] sur le sujet.
Le dernier paragraphe propose des spe´culations sur l’image de la K-the´orie
alge´brique de F1 dans celle de Z. Il est naturel de penser que ce groupe est
l’image de l’homomorphisme J d’Adams, qui prend ses valeurs dans les groupes
d’homotopie stable des sphe`res. Un re´sultat de Totaro sur les varie´te´s toriques
[23] se re´ve`le tout a` fait cohe´rent avec une interpre´tation de cette image de J
en termes d’extensions de motifs de Tate mixtes sur F1.
Ce travail n’est bien suˆr qu’une tentative. Il serait inte´ressant de trouver
d’autres exemples de varie´te´s sur F1 et de´montrer d’avantage de proprie´te´s,
quitte a` modifier les de´finitions. Par exemple, on aimerait disposer de produits
fibre´s dans la cate´gorie des sche´mas sur F1. On signalera au cours du texte
quelques variantes possibles des de´finitions pre´sente´es.
Une version pre´liminaire de cet article est le court preprint [20]. J’ai be´ne´ficie´
durant ce travail de tre`s nombreuses discussions, avec notamment J.-B. Bost,
M. Broue´, P. Cartier, A. Connes, I. Gelfand, H. Gillet, M. Kapranov, M. Kont-
sevich, L. Lafforgue, Y. Manin, J-P. Serre et B. Totaro, que je tiens a` remercier.
1 Un historique
1.1
J. Tits parle dans [22] § 13 du “corps de caracte´ristique un”. Si G est un groupe
de Chevalley, simple et simplement connexe, le groupe des points de G dans F1
n’est autre que le groupe de Weyl W de G :
W = G(F1) . (1)
Tits montre qu’on peut associer a` G une “ge´ome´trie” finie, dontW est le groupe
d’automorphismes et dont les proprie´te´s sont comparables a` celles du groupe fini
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G(Fq) pour tout corps fini Fq, q > 1. Par exemple, l’hexagone est la ge´ome´trie
associe´e a` G2(F1).
La the´orie des repre´sentations fournit aussi de nombreux exemples justifiant
la formule (1). R. Steinberg avait de´ja` construit dans [21] des repre´sentations
irre´ductibles de GLN (Fq) de fac¸on paralle`le a` celle des repre´sentations du groupe
syme´trique de N lettres ΣN . Leurs caracte`res sont des q-analogues des formules
connues pour le groupe syme´trique. Par exemple, si N = N1+ · · ·+Nr, Ni ≥ 1,
est une partition de l’entier N et si P ⊂ SLN est le sous-groupe parabolique
standard associe´ a` cette partition, le cardinal de l’ensemble fini SLN (Fq)/P (Fq)
est
# (SLN (Fq)/P (Fq)) = {N}/{N1}{N2} . . . {Nr} ,
avec
{n} =
n∏
i=1
[i]
et
[n] = qn−1 + qn−2 + · · ·+ 1 .
Une telle formule, vraie si q > 1, demeure valable quand q = 1 si l’on pose
ΣN = SLN (F1)
(cf. (1)) et
P (F1) =
r∏
i=1
ΣNi .
Si G est un groupe de Chevalley quelconque, les repre´sentations “unipo-
tentes” de G(Fq) sont des q-analogues des repre´sentations de W . Les travaux
plus re´cents de M. Broue´, G. Malle et J. Michel [4], [5], [6] montrent qu’il est
possible d’e´tendre cette analogie en faisant de q une variable abstraite.
1.2
Y. Manin aborde d’un autre point de vue la discussion du corps a` un e´le´ment F1
[14]. L’analogie entre corps de nombres et corps de fonctions [W ], dont est issue
la the´orie d’Arakelov, fait du sche´ma Spec(Z) l’analogue d’une courbe affine sur
un corps. On peut voir dans F1 le corps de de´finition de la courbe Spec(Z).
Manin demande alors quel sens donner au produit fibre´
Spec(Z) ×
Spec(F1)
Spec(Z) . (2)
Une telle question est naturelle si l’on se souvient du roˆle joue´ par la surface
C ×
Fq
C dans la preuve par Weil de l’hypothe`se de Riemann pour une courbe
projective et lisse C sur le corps fini Fq.
Manin propose aussi de de´velopper une ge´ome´trie alge´brique sur le corps F1
([14], 1.7), ainsi qu’une the´orie des motifs et des fonctions zeˆtas associe´es. Par
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exemple, l’espace projectif PdF1 de dimension d sur F1 devrait avoir pour fonction
zeˆta le polynoˆme
ζPd
F1
= (s)s(s− 1)(s− 2) . . . (s− d) . (3)
1.3
Ces spe´culations ont e´te´ poursuivies par Smirnov [19] et Kapranov-Smirnov [11]
[10] (non publie´s). Ceux-ci proposent une alge`bre line´aire sur F1 (un espace
vectoriel line´aire sur F1 est un ensemble fini pointe´) et expliquent en ces termes
la loi de re´ciprocite´ de Gauss (voir [1] pour le cas ge´ome´trique). Ils proposent
aussi que, si n ≥ 1, le corps F1 a une extension finie de degre´ n, dont les e´le´ments
inversibles sont les racines de l’unite´ d’ordre n.
2 Pre´liminaires
2.1
Notre objectif est de de´finir les varie´te´s alge´briques sur le corps a` un e´le´ment.
Notons d’abord que l’on ne s’attend pas a` voir figurer Spec(Z) parmi ces
varie´te´s. En effet sa fonction zeˆta, la fonction zeˆta de Riemann, a un nombre
infini de ze´ros, ce qui indique que Spec(Z) n’est pas de type fini sur Spec(F1).
Et nous ne chercherons pas a` donner un sens au produit fibre´ (2).
Par contre, si X est une varie´te´ (de type fini) sur F1, on s’attend a` ce que
X ⊗
F1
Z soit une varie´te´ alge´brique (de type fini) sur Z. Si de plus X est lisse sur
F1, la varie´te´ X ⊗
F1
Z aura bonne re´duction partout, de re´duction en p la varie´te´
alge´brique X ⊗
F1
Fp, lisse que Fp. Ceci nous conduit a` la question suivante :
Question 1. Quelles sont les varie´te´s sur Z obtenues par extension des scalaires
de F1 a` Z ?
On aimerait par exemple que les varie´te´s toriques ou les varie´te´s de drapeaux
d’un groupe de Chevalley puissent eˆtre de´finies sur F1.
2.2
Un point de de´part pour nos de´finitions est cette de´finition tre`s e´conomique des
sche´mas : un sche´ma est un foncteur covariant de la cate´gorie des anneaux vers
celle des ensembles qui est localement repre´sentable par un anneau. On trouvera
dans [8] la preuve que cette de´finition est e´quivalente a` la de´finition usuelle. Ceci
sugge`re de de´finir les varie´te´s sur F1 comme foncteurs d’une cate´gorie d’anneaux
vers celle des ensembles finis.
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2.3
Puisqu’a` une varie´te´X sur F1 on souhaite associer une varie´te´ alge´briqueX ⊗
F1
Z
sur les entiers, il convient de comprendre quel est le foncteur associe´ a` l’extension
des scalaires d’une varie´te´ alge´brique.
Soit k un corps, Ak la cate´gorie des k-alge`bres unitaires commutatives, et Ω
un objet de Ak. Si R est un objet de Ak, on note RΩR ⊗
k
Ω son extension des
scalaires de k a` Ω. De meˆme, si X est un sche´ma sur k, on pose XΩX ⊗
k
Ω.
Notons Ens la cate´gorie des ensembles. Si X est un sche´ma sur k on de´signe
par
X : Ak → Ens
le foncteur covariant qui a` R associe X(R). De meˆme, si S est un sche´ma sur
Ω, on de´signe par
S : Ak → Ens
le foncteur covariant qui a` R associe S(RΩ). La proposition suivante montre
que le foncteur XΩ ve´rifie une proprie´te´ universelle.
Proposition 1. i) Pour tout objet R de Ak et tout sche´ma X sur k il existe
une inclusion canonique naturelle
X(R) ⊂ XΩ(RΩ) .
On note i : X → XΩ la transformation naturelle ainsi de´finie.
ii) Si S est un sche´ma sur Ω et si
ϕ : X → S
est une transformation naturelle, il existe un unique morphisme alge´brique sur
Ω
ϕΩ : XΩ → S
tel que la transformation compose´e
X
i
−−−−→ XΩ
ϕ
Ω−−−−→ S
de i avec la transformation induite par ϕΩ co¨ıncide avec ϕ, i.e. ϕ = ϕΩ ◦ i.
Preuve. Puisque k est contenu dans Ω et que XΩ(RΩ) co¨ıncide avec l’ensemble
des points de X dans la k-alge`bre RΩ, l’e´nonce´ i) est clair. Pour montrer ii)
supposons d’abord que X est affine et soit A = Γ(X,OX) la k-alge`bre des
fonctions globales sur X . L’identite´ de A de´finit un point idA ∈ X(A), dont
l’image par ϕ est un morphisme alge´brique sur Ω :
ϕΩ ∈ HomΩ(XΩ, S) = XΩ(AΩ) .
Si R est une k-alge`bre et f ∈ X(R) un morphisme de A vers R, on a, par
fonctorialite´ de ϕ,
ϕ(f) = f∗(ϕ(idA)) = f
∗(ϕΩ) = ϕΩ ◦ fΩ .
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Cela montre que ϕ = ϕ
Ω
◦ i.
Dans le cas ge´ne´ral, soit X = ∪
j∈J
Xj un recouvrement ouvert de X par des
varie´te´s affines et
ϕ : X → S
une transformation naturelle. La restriction de ϕ a` Xj (resp. Xj ∩Xj′) est
induite par un morphisme alge´brique ϕjΩ : XjΩ → S (resp. ϕjj′Ω : (Xj ∩
Xj′)Ω → S) et, par fonctorialite´ et unicite´, la restriction de ϕjΩ a` (Xj ∩Xj′)Ω
co¨ıncide avec ϕjj′Ω quels que soient les indices j et j
′ dans J . Par conse´quent,
les morphismes ϕjΩ, j ∈ J , se recollent pour donner un morphisme
ϕΩ : X → S
alge´brique sur Ω. Si R est une k-alge`bre et f : Spec(R) → X un point de
X(R), conside´rons les k-sche´mas affines Uj = f
−1(Xj), j ∈ J . La restriction de
(ϕΩ ◦ i)(f) a` UjΩ co¨ıncide par de´finition avec celle de ϕjΩ ◦ f , c’est-a`-dire avec
la restriction de ϕ(f). Comme les UjΩ, j ∈ J , forment un recouvrement ouvert
de UΩ, on en conclut que ϕΩ ◦ i = ϕ. q.e.d.
2.4
On voudrait qu’un e´nonce´ tel que la Proposition 1 soit vrai quand k = F1 et
Ω = Z. Mais cela suppose qu’on sache d’abord re´pondre a` la question suivante :
Question 2. Quels sont les anneaux obtenus par extension des scalaires de F1
a` Z ?
Or, d’apre`s Kapranov et Smirnov, pour tout entier n ≥ 1, le corps F1 posse`de
une extension F1n de degre´ n, obtenue par l’adjonction des racines n-ie`mes de
l’unite´. La Z-alge`bre F1n ⊗
F1
Z est alors de rang n sur Z. Cela conduit a` poser
F1n ⊗
F1
Z = Z[T ]/(T n − 1) . (4)
Cet anneau Rn est donc une des re´ponses a` la Question 2, et d’apre`s la Propo-
sition 1, si X est une varie´te´ sur F1, il existe une inclusion naturelle
X(F1n) ⊂ (X ⊗
F1
Z)(Rn) .
Plus ge´ne´ralement, nous admettrons que l’extension des scalaires de F1 a`
Z induit une e´quivalence de cate´gorie entre une cate´gorie de F1-alge`bres et la
cate´gorie R des anneaux finis et plats sur Z, c’est-a`-dire celle des anneaux R
dont le groupe associe´ est un Z-module libre de type fini. Une varie´te´ X sur
F1 doit donc de´finir un foncteur covariant X de la cate´gorie R dans celle des
ensembles, contenu dans le foncteur qui a` R associe l’ensemble (X ⊗
F1
Z)(R).
Pour de´finir les varie´te´s sur F1 nous proce´derons en deux temps. La cate´gorie
A des varie´te´s affines sur F1 sera de´finie par une proprie´te´ universelle inspire´e
de la Proposition 1 pour des foncteurs de R vers Ens. Celle des varie´te´s sur F1
sera alors obtenue en conside´rant une proprie´te´ universelle pour des foncteurs
de A vers Ens.
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3 De´finitions
Rappelons que R est la cate´gorie des anneaux finis et plats sur Z et Ens celle
des ensembles.
3.1 De´finition 1.
Un truc sur F1 est le couple X = (X,aX) d’un foncteur covariant
X : R → Ens
et d’une C-alge`bre aX . Pour tout morphisme d’anneaux unitaires σ : R → C,
R ∈ Ob(R), et pour tout e´le´ment x ∈ X(R) on suppose de plus donne´ un
morphisme d’alge`bre (dit “d’e´valuation”)
ex,σ : aX → C .
Si f : R′ → R est un morphisme de R et si y ∈ X(R′), l’e´galite´ suivante doit
eˆtre satisfaite :
ef(y),σ = ey,σ◦f (5)
Pour tout morphisme σ : R→ C.
Variantes. i) On pourrait remplacer R par la sous-cate´gorie pleine engendre´e
par les anneaux Rn, n ≥ 1, et leurs produits tensoriels.
ii) L’ide´e d’ajouter a` X une “donne´e topologique a` l’infini” est due a` J.-B. Bost.
Il n’y a pas lieu de supposer que aX est commutative. Un objectif est de faire
le lien avec la the´orie d’A. Connes (voir par exemple [7]), un truc X sur F1
disposant d’une extension au point a` l’infini de Spec(Z), essentiellement donne´e
par l’alge`bre aX . Par ignorance, nous resterons tre`s e´vasifs sur les proprie´te´s
requises sur cette C-alge`bre.
3.2 De´finition 2.
i) Un truc X = (X,aX) sur F1 est fini quand tous les ensembles X(R), R ∈
Ob(R), sont finis.
ii) Un morphisme ϕ : X → Y entre deux trucs sur F1 est la donne´e d’une
transformation naturelle
ϕ : X → Y
et d’un morphisme d’alge`bres
ϕ∗ : aY → aX
tels que, si R ∈ Ob(R), si σ : R→ C est un morphisme d’anneaux unitaires, et
si x ∈ X(R), on a
eσ,ϕ(x)(α) = eσ,x(ϕ
∗(α)) (6)
pour toute fonction α ∈ aY .
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iii) Un morphisme
ϕ = (ϕ, ϕ∗) : X → Y
est une immersion si ϕ∗ est injectif et si l’application
ϕ : X(R)→ Y (R)
est injective quel que soit l’anneau R ∈ Ob(R).
Si ϕ = (ϕ, ϕ∗) : X → Y et ψ = (ψ, ψ∗) : Y → Z sont deux morphismes, leur
compose´ est le couple
ψ ◦ ϕ = (ψ ◦ ϕ, ϕ∗ ◦ ψ∗) : X → Z .
On note T la cate´gorie des trucs sur F1.
3.3
Soit VZ la cate´gorie des varie´te´s sur Z, c’est-a`-dire les sche´mas de type fini
sur Spec(Z). Si V et W sont deux objets de VZ, on de´signe par HomZ(V,W )
l’ensemble des morphismes alge´briques de V vers W .
Si V est un objet de VZ, on lui associe un truc V = (V ,O(VC)) sur F1 de la
fac¸on suivante. Si R ∈ Ob(R) on pose
V (R) = HomZ(Spec(R), V )
et si f : R′ → R est une fle`che de R, l’application
V (f) : V (R′)→ V (R)
est la composition avec f . La C-alge`bre O(VC) est celle des fonctions globales
(i.e. les sections du faisceau canonique) sur la varie´te´ VC = V ⊗
Z
C. Si σ : R→ C
est un morphisme d’anneaux unitaires et si x ∈ V (R), l’image de x par σ est
un point complexe σ(x) de VC. On note
ex,σ : O(VC)→ C
l’e´valuation au point σ(x) des fonctions sur VC. La formule (5) est e´videmment
ve´rifie´e. Tout morphisme alge´brique f : V → W induit un morphisme dans T ,
e´galement note´ f .
3.4 De´finition 3.
Une varie´te´ affine sur F1 est un truc fini X sur F1 tel qu’il existe une varie´te´
alge´brique affine XZ sur Z et une immersion i : X → XZ dans T ve´rifiant la
proprie´te´ suivante.
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Quels que soient la varie´te´ affine V ∈ Ob(VZ) et le morphisme de T
ϕ : X → V ,
il existe un unique morphisme alge´brique
ϕZ : XZ → V
tel que ϕ = ϕZ ◦ i.
On voit que la varie´te´ XZ dans VZ est uniquement de´termine´e par X . On
la note aussi X ⊗
F1
Z. Par ailleurs, si X et Y sont deux varie´te´s affines sur
F1 et si f : X → Y est un morphisme de T , il existe un unique morphisme
fZ ∈ HomZ(XZ, YZ) qui rend commutatif le diagramme
XZ
fZ−−−−→ YZx
x
X
f
−−−−→ Y
On noteraA la sous-cate´gorie pleine de T dont les objets sont les varie´te´s affines.
3.5 De´finition 4.
i) Un objet sur F1 est la donne´e X = (X,aX) d’un foncteur contravariant
X : A → Ens
et d’une C-alge`bre aX ainsi que d’un morphisme d’alge`bres
ex : aX → aA
pour objet A de A et tout e´le´ment x de X(A). Si f : A→ B est un morphisme
de A et x ∈ X(B), on suppose de plus que l’e´galite´
ef∗(x) = f
∗ ◦ ex (7)
est ve´rifie´e, avec f∗(x) = X(f)(x) ∈ X(A).
ii) Un objet X sur F1 est fini si X(SpecR) est fini quel que soit R ∈ Ob(R)
(d’apre`s la Proposition 2 ii) ci-dessous, la cate´gorie Ropp est contenue dans A).
iii) Un morphisme ϕ : X → Y entre objets sur F1 est la donne´e d’une transfor-
mation naturelle
ϕ : X → Y
et d’un morphisme d’alge`bres ϕ∗ : aY → aX tels que, si A ∈ Ob(A) et
x ∈ X(A), on ait
eϕ(x) = ex ◦ ϕ
∗ . (8)
iv) On dit que le morphisme ϕ est une immersion si ϕ et ϕ∗ sont injectifs.
Le compose´ de deux morphismes est de´fini de la fac¸on e´vidente, et l’on note
O la cate´gorie des objets sur F1.
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3.6
Si V ∈ Ob(VZ), on lui associe comme suit un objet V = (V ,O(VC)) sur F1.
Si A ∈ Ob(A) on pose
V (A) = HomZ(AZ, V )
et si f : A → B est une fle`che de A on de´signe par V (f) la composition avec
fZ. Si x ∈ V (A), l’e´valuation ex est le morphisme compose´
O(VC)
x∗
−−−−→ O(AC)
i∗
−−−−→ aA ,
ou` i : A→ AZ est l’inclusion associe´e a` A.
En associant a` f ∈ HomZ(V,W ) le morphisme de composition avec f et celui
d’image inverse f∗ : O(WC)→ O(VC), on obtient ainsi un foncteur
VZ → O .
3.7 De´finition 5
Une varie´te´ sur F1 est la donne´e d’un objet X sur F1 tel qu’il existe une varie´te´
alge´brique XZ sur Z et une immersion i : X → XZ de O ayant la proprie´te´
suivante. Pour toute varie´te´ V ∈ Ob(VZ) et tout morphisme
ϕ : X → V
dans O, il existe un unique morphisme alge´brique
ϕZ : XZ → V
tel que ϕ = ϕZ ◦ i.
La varie´te´ XZ ∈ Ob(VZ) est uniquement de´termine´e (a` isomorphisme unique
pre`s) par la varie´te´ X sur F1. On la note aussi X ⊗
F1
Z et on l’appelle extension
des scalaires de X de F1 a` Z. Si X et Y sont deux varie´te´s sur F1 et f :
X → Y est un morphisme de O, il existe un unique morphisme alge´brique
fZ ∈ HomZ(XZ, YZ) qui induit f sur X (cf. 3.4). Autrement dit, si V est la
sous-cate´gorie pleine de O dont les objets sont les varie´te´s sur F1, l’extension
des scalaires de F1 a` Z est un foncteur fide`le de V vers VZ.
3.8 Variantes
3.8.1
Pour e´viter le choix trop trivial aX = O(XC) (ou` XC = XZ ⊗
Z
C) dans la
de´finition d’une varie´te´ X sur F1 (cf. Proposition 4 ci-dessous) on pourrait par
exemple imposer (dans les de´finitions 3 et 5) que l’alge`breaX est une alge`bre de
Banach commutative. Ce sera le cas pour les exemples discute´s dans la section 5
([18], 18.11).
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3.8.2
Comme l’a sugge´re´ R. Pink, pour tout entier n ≥ 1, on peut aussi de´finir les
varie´te´s sur F1n en remplac¸ant dans les de´finitions pre´ce´dentes la cate´gorie R
(resp. VZ) par la sous-cate´gorie des Rn-alge`bres finies et plates (resp. par la
cate´gorie des sche´mas de type fini sur Spec(Rn)).
4 Quelques proprie´te´s
4.1
La cate´gorie oppose´e a` R est contenue dans A.
Proposition 2. i) Si R ∈ Ob(R) et X ∈ Ob(T ), l’ensemble X(R) est canon-
iquement isomorphe a` HomT (Spec(R), X).
ii) Si R ∈ Ob(R), le truc sur F1 associe´ a` Spec(R) est une varie´te´ affine sur
F1 dont l’extension a` Z co¨ıncide avec Spec(R). On obtient ainsi un foncteur
contravariant pleinement fide`le de R dans A.
Preuve. i) Soient R ∈ Ob(R) un anneau fini et plat sur Z et Spec(R) le sche´ma
associe´. Si X ∈ Ob(T ) et si
ϕ : Spec(R)→ X
est un morphisme de T , l’image par ϕ de l’application identique
idR ∈ HomZ(Spec(R), Spec(R))
est un e´le´ment ϕ(idR) ∈ X(R).
Inversement, e´tant donne´ x ∈ X(R), pour tout morphisme de R
f ∈ HomR(R,R
′) = HomZ(Spec(R
′), Spec(R)) ,
l’image de x par l’application
X(f) : X(R)→ X(R′)
de´finit un e´le´ment f(x) ∈ X(R′) et l’on obtient ainsi une transformation na-
turelle
x : Spec(R)→ X .
Par ailleurs, si Σ est l’ensemble (fini) des morphismes unitaires σ : R → C, on
dispose d’isomorphismes canoniques
O(Spec(R)C) = R ⊗
Z
C = CΣ .
La collection des morphismes d’e´valuation en x
ex,σ : aX → C , σ ∈ Σ ,
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de´finit donc un morphisme d’alge`bres
x∗ : aX → R ⊗
Z
C
qui ve´rifie la condition (6) avec x. On obtient ainsi un morphisme (x, x∗) de
Spec(R) vers X dans T .
On ve´rifie que les applications ϕ 7→ ϕ(idR) et x 7→ (x, x
∗) sont des bijections
inverses entre HomT (Spec(R), X) et X(R).
Par exemple on a la formule
X(F1n) = X(Rn) , (9)
ou` le terme de gauche de´signe les morphismes dans T de Spec(F1n) vers X .
ii) Si R et R′ sont des anneaux de R, l’ensemble Spec(R)(R′) des morphismes
d’anneaux de R vers R′ est fini. Par ailleurs, si V est un objet de VZ et R un
objet de R on sait, d’apre`s i), que
V (R) = HomT (Spec(R), V ) .
Comme V (R) = HomZ(Spec(R), V ) par de´finition de V , on voit que tout mor-
phisme de Spec(R) vers V dans T est alge´brique. Cela montre que Spec(R) est
une varie´te´ affine sur F1 dont l’extension a` Z est Spec(R).
En choisissant V = Spec(R′), R′ ∈ Ob(R), dans l’argument pre´ce´dent on
voit aussi que tout morphisme
Spec(R)→ Spec(R′)
dans T provient d’un unique morphisme R′ → R dans R. Par conse´quent le
foncteur R 7→ Spec(R) de R dans A est pleinement fide`le.
4.2
On de´finit un foncteur
ε : T → O
en associant a` un truc X = (X,aX) le couple (X,aX) ou` X est le foncteur
sur A repre´sente´ par X :
X(A) = HomT (A,X) .
Si u ∈ X(A) l’e´valuation en u est l’image inverse u∗:
eu = u
∗ : aX → aA .
Ce foncteur ε va nous permettre de conside´rer les varie´te´s affines sur F1 comme
des varie´te´s sur F1 :
Proposition 3. i) Le foncteur ε : T → O est pleinement fide`le.
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ii) L’image essentielle de A par ε est la cate´gorie des varie´te´s sur F1 dont
l’extension des scalaires a` Z est affine.
Preuve. i) Conside´rons le foncteur
ρ : O → T
qui a` l’objet (X,aX) sur F1 associe le truc (X,aX), ou` X est la restriction a`
R du foncteur X (cf. Proposition 2 ii)).
Si X est dans T , le truc ρ ◦ ε(X) ve´rifie
ρ ◦ ε(X)(R) = HomT (Spec(R), X) = X(R)
(Proposition 2 i)). Par conse´quent
ρ ◦ ε = idT . (10)
De plus ρ est l’adjoint a` gauche de ε: si Y est un truc sur F1 et X un objet
sur F1 il existe un isomorphisme canonique et naturel
HomT (ρ(X), Y ) = HomO(X, ε(Y )) . (11)
En effet, si
ψ : X → ε(Y )
est un morphisme de O, le morphisme
ρ(ψ) : ρ(X)→ ρ ◦ ε(Y ) = Y
est un morphisme de T .
Inversement, e´tant donne´ un morphisme
ϕ : ρ(X)→ Y
de T , pour tout objet A de A et tout x ∈ X(A), si R ∈ Ob(R) et
f ∈ A(R) = HomT (Spec(R), A)
(Prop. 2 i)), puisque X est un foncteur contravariant, on obtient un e´le´ment
X(f)(x) ∈ X(R) = ρ(X)(R), et donc un e´le´ment
ϕ(X(f)(x)) ∈ Y (R) .
L’application f 7→ ϕ(X(f)(x)) de´finit une transformation naturelle de A vers Y
qui, jointe au morphisme d’alge`bres
x∗ ◦ ϕ∗ : aY → aA ,
de´finit un e´le´ment de
HomT (A, Y ) = ε(Y )(A)
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qui de´pend fonctoriellement de x ∈ X(A). D’ou` une transformation naturelle
X → ε(Y )
qui, jointe au morphisme d’alge`bres
ϕ∗ : aY → aX ,
fournit un morphisme α(ϕ) de X vers ε(Y ). On ve´rifie que les applications ϕ 7→
α(ϕ) et ψ 7→ ρ(ψ) sont des bijections inverses naturelles entre HomT (ρ(X), Y )
et HomO(X, ε(Y )). Cela de´montre (11).
Il re´sulte de (10) et (11) que ε : T → O est pleinement fide`le.
ii) Conside´rons une varie´te´ affine X sur F1, V ∈ Ob(VZ) et
ϕ : ε(X)→ V
un morphisme de O. L’image par ϕ du morphisme identique
idX ∈ HomT (X,X) = ε(X)(X)
est un morphisme alge´brique ϕZ ∈ HomZ(XZ, V ). Si A est une varie´te´ affine sur
F1 et
f ∈ HomT (A,X) = X(A) ,
on sait que f est par un morphisme alge´brique fZ ∈ HomZ(AZ, XZ) (De´finition 3)
et donc
ϕ(f) = ϕ(f∗(idX)) = f
∗
Z(ϕ(idX)) = f
∗
Z(ϕZ) = ϕZ ◦ fZ
dans HomZ(AZ, V ). Il en re´sulte que ϕ est le morphisme induit par ϕZ sur ε(X),
et donc ε(X) est une varie´te´ sur F1 dont XZ est l’extension des scalaires a` Z.
Inversement, supposons que X soit une varie´te´ sur F1 telle queXZ soit affine.
Soient V ∈ Ob(VZ) une varie´te´ alge´brique affine et
ϕ : ρ(X)→ V
un morphisme de T . Puisque V est affine on a
ε(V ,O(VC)) = (V ,O(VC)) .
Donc ϕ induit un morphisme
ε(ϕ) : ε ◦ ρ(X)→ V
dans O. L’isomorphisme d’adjonction
HomT (ρ(X), ρ(X)) = HomO(X, ε ◦ ρ(X))
associe a` l’identite´ de ρ(X) un morphisme canonique
X → ε ◦ ρ(X) .
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Puisque X est une varie´te´ sur F1, le compose´ du morphisme pre´ce´dent avec ε(ϕ)
dans O est induit par un morphisme alge´brique
ϕZ : XZ → V .
En appliquant le foncteur ρ, on voit que ϕZ ◦ i co¨ıncide avec le morphisme
ϕ : ρ(X)→ V
dans T . Par conse´quent ρ(X) est une varie´te´ affine dont XZ est l’extension des
scalaires a` Z. Cela de´montre ii).
4.3
En ge´ne´ral une varie´te´ sur Z peut eˆtre l’extension des scalaires a` Z de plusieurs
varie´te´s sur F1.
Proposition 4. Soit X une varie´te´ sur F1. Supposons que l’immersion i : X →
XZ soit la compose´e dans O d’une immersion u : X → Y et d’une immersion
j : Y → XZ.
Supposons de plus que X est affine ou que u est une e´quivalence. Alors Y
est une varie´te´ sur F1 telle que
Y ⊗
F1
Z = XZ .
Preuve. Soient V ∈ Ob(VZ) et
ϕ : Y → V
un morphisme de O. Puisque X est une varie´te´ sur F1, la restriction de ϕ a` X
est induite par un morphisme alge´brique ϕZ ∈ HomZ(XZ, V ): ϕZ ◦ i = ϕ ◦ u. Il
s’agit de ve´rifier que ϕZ ◦ j = ϕ.
Or le compose´ des morphismes d’alge`bres
O(VC)
ϕ∗
Z−−−−→ O(XC)
i∗
−−−−→ aX
co¨ıncide avec
O(VC)
ϕ∗
−−−−→ aY
u∗
−−−−→ aX .
Comme i∗ = u∗ ◦ j∗ et comme u∗ est injectif, on en de´duit que
ϕ∗ = j∗ ◦ ϕ∗Z . (12)
Si le foncteur u : X → Y est une e´quivalence on a ϕ
Z
◦ j = ϕ donc (12) suffit a`
montrer que ϕZ ◦ j = ϕ.
Dans le cas ou` X est affine, on peut supposer que V est affine (Proposition 3
ii)). Si R ∈ Ob(R), si x ∈ Y (R), si α ∈ O(VC) et si σ : R→ C est un morphisme
d’anneaux unitaires, on a, d’apre`s (8) et (12)
eσ,ϕ(x)(α) = eσ,x(ϕ
∗(α)) = eσ,x(j
∗ ◦ ϕ∗Z(α)) = eσ,ϕ
Z
◦j(x)(α) . (13)
15
Comme R est plat sur Z, le morphisme canonique
R→ R ⊗
Z
C = RΣ
est injectif. Et comme V est affine les fonctions de O(VC) se´parent les points de
V (C). Par conse´quent les e´galite´s (13) avec σ ∈ Σ et α ∈ O(VC) montrent que
ϕ(x) = ϕ
Z
◦ j(x) .
Par conse´quent ϕ = ϕZ ◦ j. q.e.d.
4.4
L’e´nonce´ suivant permet de de´finir des varie´te´s sur F1 par recollement.
Proposition 5. Soient V ∈ Ob(VZ) et V = ∪
i∈I
Ui un recouvrement ouvert fini
de V . On suppose donne´es des varie´te´s Xi, i ∈ I, et Xij , i 6= j, sur F1 et des
immersions
Xij → Xi et Xi → V
dans O dont les extensions a` Z sont les inclusions
Ui ∩ Uj → Ui et Ui → V .
On suppose de plus que l’immersion compose´e
Xij → Xi → V
co¨ıncide avec
Xij → Xj → V
si i 6= j. Pour tout objet A de A on pose
X(A) =∪
i
Xi(A)
(re´union dans V (A)) et l’on note aX la sous-alge`bre du produit des aXi , i ∈ I,
forme´e des familles (αi)i∈I telles que, si i 6= j, les images de αi et αj dans aXij
co¨ıncident.
Alors l’objet X = (X,aX) sur F1 (avec les morphismes d’e´valuation
e´vidents) est une varie´te´ sur F1 telle que
X ⊗
F1
Z = V .
Preuve. Les compose´es des morphismes d’alge`bres
O(VC)→ aXi → aXij
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et
O(VC)→ aXj → aXij
co¨ıncident. Il existe donc une immersion
u : X → V
dans O. Par ailleurs, si W ∈ Ob(VZ) et si
ϕ : X →W
est un morphisme de O, la restriction ϕi (resp. ϕij) de ϕ a` Xi (resp. Xij)
est induite par un unique morphisme alge´brique ϕiZ (resp. ϕijZ) de Ui (resp.
Ui ∩ Uj) vers W . Comme la restriction de ϕiZ a` Xij co¨ıncide avec celle de
ϕ, la restriction de ϕiZ a` Ui ∩ Uj est e´gale a` ϕijZ (unicite´). C’est donc aussi
la restriction de ϕjZ a` Ui ∩ Uj . Par conse´quent, la collection des morphismes
ϕiZ, i ∈ I, de´finit par recollement un morphisme ϕZ ∈ HomZ(V,W ) dont la
restriction a` Ui est e´gale a` ϕiZ, quel que soit i ∈ I. Par suite, si A ∈ Ob(A),
l’application
ϕ
Z
◦ u : X(A)→W (A)
co¨ıncide avec ϕ
i
sur le sous-ensemble X
i
(A). Comme X(A) est, par de´finition,
la re´union des X
i
(A), i ∈ I, on voit que
ϕ = ϕ
Z
◦ u .
Par ailleurs, le morphisme d’alge`bres compose´
O(WC)
ϕ∗
Z−−−−→ O(VC)
u∗
−−−−→ aX −−−−→ aXi
co¨ıncide avec ϕ∗i et aX est contenue dans le produit des alge`bres aXi , donc
ϕ∗ = u∗ ◦ ϕ∗Z .
Par conse´quent ϕ = ϕZ ◦ u.
q.e.d.
5 Exemples
5.1
Soient N ≃ Zd un Z-module libre de rang d ≥ 1, et ∆ un e´ventail de NR = N ⊗
Z
R. Notons P(∆) la varie´te´ torique associe´e a` ∆ [9] [13]. Supposons que ∆ est
re´gulier et que, par conse´quent, P(∆) est une varie´te´ lisse sur Z. On se propose
de montrer que P(∆) est l’extension a` Z d’une varie´te´ X(∆) sur F1.
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Par de´finition, ∆ est une famille finie {τ} de coˆnes stricts de NR. A chaque
coˆne τ est associe´e une varie´te´ torique affine
Uτ = Spec(Z [Sτ ]) ,
ou` Sτ est le mono¨ıde intersection de M = HomZ(N,Z) avec le dual τ∗ ⊂ MR
du coˆne τ . La varie´te´ P(∆) est obtenue par recollement des varie´te´s Uτ le long
de leurs ouverts Uτ∩τ ′.
Si m ∈ Sτ on note
χm : Uτ → A
1
le caracte`re associe´ a` m. Si R ∈ Ob(R), on note µ(R) l’ensemble (fini) des
racines de l’unite´ de R et
Xτ (R) ⊂ Uτ (R)
l’ensemble (fini) des e´le´ments x ∈ Uτ (R) tels que
χm(x) ∈ µ(R) ∪ {0}
quel que soit m ∈ Sτ .
Par ailleurs, suivant Batyrev et Tschinkel [2], on de´signe par Cτ l’ensemble
des points x ∈ Uτ (C) tels que
|χm(x)| ≤ 1
quel que soit m ∈ Sτ , et
C∆ =∪
τ
Cτ
dans P(∆)(C). Notons aτ l’alge`bre des fonctions complexes continues sur Cτ
dont la restriction a` l’inte´rieur de Cτ est holomorphe. On note aussia∆ l’alge`bre
des fonctions complexes continues sur C∆ dont la restriction a` l’inte´rieur de
chaque Cτ , τ ∈ ∆, est holomorphe.
Si R ∈ Ob(R) et si σ ∈ R → C est un morphisme d’anneaux unitaires,
l’application
Uτ (R)→ Uτ (C)
induite par σ envoie Xτ (R) dans Cτ . On peut donc e´valuer les fonctions de aτ
en chaque point x ∈ Xτ (R). On obtient ainsi un truc Xτ = (Xτ ,aτ ) sur F1.
Si A est une varie´te´ affine sur F1 on pose
X(∆)(A) = ∪
τ
HomZ(AZ, Uτ )
dans HomZ(AZ,P(∆)). Par image inverse et l’e´nonce´ i) ci-dessous, un point
x ∈ X(∆)(A) de´finit une e´valuation ex : a∆ → aA.
The´ore`me 1. i) Pour tout coˆne ouvert τ de ∆, le truc Xτ est une varie´te´
affine sur F1 et
Uτ = Xτ ⊗
F1
Z .
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ii) L’objet X(∆) = (X(∆),a∆) sur F1 est une varie´te´ sur F1 telle que
X(∆) ⊗
F1
Z = P(∆) .
Preuve. Montrons d’abord que i) implique ii). Il re´sulte de i) que, si A est une
varie´te´ affine sur F1 et τ ∈ ∆,
HomT (A,Xτ ) = HomZ(AZ, Uτ ) . (14)
Par conse´quent, la Proposition 5 permet de recoller les varie´te´s Xτ le long des
sous-varie´te´sXτ∩τ ′ pour obtenir une varie´te´ sur F1 dont l’extension des scalaires
a` Z est la varie´te´ P(∆). Si τ et τ ′ sont deux coˆnes de ∆, les morphismes
d’alge`bres
a∆ → aτ → aτ∩τ ′
et
a∆ → aτ ′ → aτ∩τ ′
co¨ıncident, donc, d’apre`s la Proposition 4, et la de´finition de X(∆), l’objet
X(∆) = (X(∆),a∆), muni des e´valuations de´duites de (14), est une varie´te´ sur
F1 telle que X(∆) ⊗
F1
Z = P(∆).
Il reste a` de´montrer i). Soit donc V une varie´te´ affine sur Z et
ϕ : Xτ → V
un morphisme de T . Supposons d’abord que V soit la droite affine A1Z =
Spec(Z [T ]). On a O(A1C) = C [T ] et l’on peut de´crire comme suit la fonction
α = ϕ∗(T ) ∈ aτ .
Puisque ∆ est re´gulier, il existe une base {m1, . . . ,md} deM telle que {m1, . . . ,
mr} soit une famille ge´ne´ratrice du semi-groupe Sτ , ou` r est la dimension de τ .
Soit τ ′ le coˆne ouvert R+m1 + . . .+ R+md. La carte affine
χ : Uτ ′(C)→ C
d
donne´e par
χ(x) = (χm1(x), . . . , χmd(x))
identifie Cτ (resp. son inte´rieur) avec l’ensemble des points (xi) de C
d tels que
|x1| ≤ 1, . . . , |xd−r| ≤ 1, |xd−r+1| = . . . = |xd| = 1
(resp.
|x1| < 1, . . . , |xd−r| < 1, |xd−r+1| = . . . = |xd| = 1) .
Autrement dit Cτ (resp. son inte´rieur) est le produit de d − r disques ferme´s
(resp. ouverts) et de r cercles (cf. [13], Proposition 3.2.9).
19
La restriction de α(x1, . . . , xd) au produit des d cercles |xj | = 1, j = 1, . . . , d,
admet un de´veloppement de Fourier convergent
α(eiθ1 , . . . , eiθd) =
∑
I⊂Zd
aI e
iI·θ ,
ou` aI ∈ C et I · θ =
d∑
j=1
ij θj si I = (i1, . . . , id). Comme α est holomorphe dans
C0τ , les coefficients aI sont nuls si l’un des indices i1, . . . , id−r est strictement
ne´gatif.
Par ailleurs, pour tout entier n ≥ 1, conside´rons l’anneau
Rd,n = Z [T1, . . . , Td]/(T
n
j = 1, j = 1, . . . , d) ,
et le point xn ∈ Xτ (Rd,n) de coordonne´es
χmj (xn) = Tj ∈ Rd,n ,
quel que soit j = 1, . . . , d. Son image ϕ(xn) dans A
1
Z(Rd,n) = Rd,n est la classe
d’un polynoˆme de Laurent
Pn(T1, . . . , Td) =
∑
I∈Zd
aI(n)T
i1
1 . . . T
id
d ,
ou` les coefficients aI(n) sont entiers et presque tous nuls.
Tout morphisme σ : Rd,n → C est obtenu en envoyant chaque Tj, j ∈ J , sur
une racine n-ie`me ζj de l’unite´. On a donc, d’apre`s la condition (6),
Pn(ζ1, . . . , ζd) = α(ζ1, . . . , ζd)
de`s que ζn1 = ζ
n
2 = . . . = ζ
n
d = 1. Pour tout multi-indice I ⊂ Z
d le coefficient de
Fourier aI se calcule par la formule
aI = (2pi)
−d
∫
(S1)d
α(eiθ1 , . . . , eiθd) e−iI·θ dθ1 . . . dθd .
C’est donc la limite quand n tend vers l’infini de
aI(n) = n
−d
∑
ζn
1
=...=ζn
d
=1
Pn(ζ1, . . . , ζn)
d∏
j=1
ζ
−ij
j .
Puisque aI(n) est un entier quel que soit n ≥ 1, aI doit eˆtre un entier, nul pour
presque tout I (puisque la se´rie de Fourier de´finissant α converge). Il en re´sulte
que la fonction α = ϕ∗(T ) est un polynoˆme
P (T1, . . . , Td) ∈ Z [T1, . . . , Td−r, T
±1
d−r+1, . . . , T
±1
d ] ,
c’est-a`-dire un e´le´ment de Z[Sτ ]. Elle de´finit donc un morphisme
ϕZ : Uτ → A
1
Z
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tel que ϕ∗ : O(A1C) → aτ soit le compose´ de ϕ
∗
Z et de la restriction a` Cτ . Si
R ∈ Ob(R) et si σ : R → C est un morphisme d’anneaux unitaires, il re´sulte
alors de (8) que le morphisme compose´
Xτ (R)
ϕ
−−−−→ A1Z(R) = R
σ
−−−−→ C
co¨ıncide avec
Xτ (R) −−−−→ Uτ (R)
ϕZ−−−−→ R
σ
−−−−→ C .
Comme le produit des morphismes σ est injectif on voit que ϕ est la restriction
de ϕZ a` Xτ .
Soit maintenant
ϕ : Xτ → V
un morphisme de T ou` V ⊂ AnZ est une varie´te´ affine arbitraire. Soit W la
re´union des composantes horizontales de V , c’est a` dire le spectre de l’anneau
des fonctions de V modulo torsion, et W → V l’inclusion canonique. Pour
tout R ∈ Ob(R), l’application W (R) → V (R) est bijective. On peut donc
supposer que V =W , c’est a` dire que la varie´te´ V est plate sur Z. Chacune des
coordonne´es
pij : V → A
1
Z ,
j = 1, . . . , n, de´finit un morphisme pij ◦ ϕ de Xτ vers A1Z dans T , dont on vient
de voir qu’il est induit par un morphisme ψjZ ∈ HomZ(Uτ ,A1Z). Notons
ψZ : Uτ → A
n
le produit des morphismes ψjZ, j = 1, . . . , n. La restriction de ψZ a` Xτ co¨ıncide
avec le morphisme compose´
Xτ
ϕ
−→ V −→ An .
Par ailleurs l’image de ψZ est contenue dans V , car Cτ est Zariski dense dans
Uτ (C) et donc
ψZ(Uτ (C)) ⊂ ψτ (Cτ ) ⊂ V (C) .
La deuxie`me inclusion ci-dessus est due au fait que si α ∈ O(AdC), la restriction
de α◦ψZ a` Cτ est e´gale a` ϕ∗(α|V (C)); elle est donc nulle si α s’annule sur V (C).
Puisque V est plate sur Z on en conclut que ψZ se factorise par un morphisme
alge´brique ϕZ : Uτ → V , dont la restriction a` Xτ est e´gale a` ϕ. Cela de´montre
le the´ore`me.
5.2
En prenant pour ∆ les e´ventails habituels on obtient les exemples suivants de
varie´te´s X(∆) sur F1.
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5.2.1
La droite affine A1 sur F1 est la varie´te´ affine sur F1 de´finie par
A
1(R) = µ(R) ∪ {0} , si R ∈ Ob(R) ,
(rappelons que µ(R) de´signe l’ensemble des racines de l’unite´ de R), aA1 e´tant
l’alge`bre des fonctions continues sur le disque unite´ D = {z ∈ C/|z| ≤ 1} qui
sont holomorphes dans l’inte´rieur de D, avec les e´valuations e´videntes. On a
A1 ⊗
F1
Z = A1Z .
5.2.2
Le groupe multiplicatif Gm sur F1 est la varie´te´ affine sur F1 de´finie par
Gm(R) = µ(R) si R ∈ Ob(R) ,
l’alge`bre aGm e´tant celle des fonctions continues sur le cercle unite´. Son exten-
sion des scalaires
Gm ⊗
F1
Z = Gm,Z
est le sche´ma en groupe multiplicatif sur Spec(Z).
5.2.3
On de´finit de meˆme les produits Aa ×Gbm sur F1, a, b ∈ N.
5.2.4
L’espace projectif Pd sur F1 est une varie´te´ sur F1 obtenue par recollement de
d + 1 espaces affines Ad sur F1. Son extension a` Z est l’espace projectif P
d
Z de
dimension d sur Spec(Z). Si R ∈ Ob(R), l’ensemble fini Pd(Spec(R)) est forme´
des points de PdZ(R) dont on peut choisir un syste`me de coordonne´es homoge`nes
dans (µ(R) ∪ {0})d+1. On a aPd = C et, plus ge´ne´ralement, a∆ = C quand
l’e´ventail ∆ est complet.
5.3
Soit Λ un Z-module libre de type fini et ‖ · ‖ une norme hermitienne sur Λ ⊗
Z
C.
On pose Λ = (Λ, ‖ · ‖).
Soit B = {x ∈ Λ ⊗
Z
C/‖x‖ ≤ 1} la boule unite´ et Φ une partie de (B∩Λ)−{0}
telle que si v ∈ (B ∩ Λ) − {0}, un et un seul des vecteurs v et −v est dans Φ.
Si R ∈ Ob(R) on de´signe par X(R) l’ensemble fini des e´le´ments de Λ ⊗
Z
R qui
peuvent s’e´crire
x =
∑
v∈Φ
v ⊗ ζv , (15)
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ou` ζv ∈ µ(R) ∪ {0}. L’ensemble fini X(R) ne de´pend pas de Φ et de´finit un
foncteur
X : R→ Ens .
Par ailleurs, notons Λ0 ⊂ Λ le re´seau engendre´ par Λ et par C le sous-
ensemble de Λ0 ⊗
Z
C forme´ des vecteurs de norme au plus e´gale a` t = card(Φ).
Soit a l’alge`bre des fonctions complexes continues sur C qui sont holomorphes
dans l’inte´rieur de C. Si x ∈ X(R) et si σ : R→ C est un morphisme d’anneaux
unitaires, il re´sulte de (15) que
‖σ(x)‖ =
∥∥∥∥∥
∑
v∈Φ
v ⊗ σ(ζv)
∥∥∥∥∥ ≤ t .
On peut donc e´valuer les fonctions de a en σ(x).
Proposition 6. Le couple X(Λ) = (X,a), muni des e´valuations pre´ce´dentes,
est une varie´te´ affine sur F1 dont l’extension des scalaires a` Z est le spectre XZ
de l’alge`bre syme´trique du dual de Λ0.
Preuve. Conside´rons le morphisme de groupes abe´liens
pi : ZΦ → Λ
tel que
pi((nv)) =
∑
v∈Φ
nv v ∈ Λ .
Si AΦ est l’espace affine sur F1 de rang t, pi induit un morphisme de trucs sur
F1 de A
Φ vers X(Λ), qu’on note aussi pi (on remarquera que si (zv) ∈ CΦ et
|zv| ≤ 1 quel que soit v ∈ Φ, le vecteur
∑
v∈Φ
zv v est dans C).
Si V ∈ Ob(VZ) est une varie´te´ affine et si
ϕ : X(Λ)→ V
est un morphisme de T , le morphisme compose´
ϕ ◦ pi : AΦ → V
est, d’apre`s le The´ore`me 1, la restriction d’un morphisme
ψZ ∈ HomZ(A
Φ
Z , V ) .
Le choix d’une section s de la projection Z-line´aire pi de ZΦ sur Λ0 induit
une section alge´brique
sZ : XZ → A
Φ
Z
de la projection piZ ∈ HomZ(AΦZ , XZ). Notons
ϕZ : XZ → V
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le morphisme compose´ ψZ ◦ sZ. Si α ∈ O(VC), la restriction de ϕ∗Z(α) a` C
co¨ıncide avec
s∗ ◦ pi∗ ◦ ϕ∗(α) = ϕ∗(α) .
Il en re´sulte, comme dans la fin de la preuve du The´ore`me 1, que la restriction
de ϕZ a` X(Λ) est e´gale a` ϕ. q.e.d.
Remarque. Du point de vue de la the´orie d’Arakelov, le couple Λ = (Λ, ‖ · ‖)
est un fibre´ vectoriel sur la courbe Spec(Z)∪{∞} et les e´le´ments de B ∩Λ sont
les sections globales de ce fibre´. C’est un espace vectoriel sur F1 au sens de
Kapranov et Smirnov (cf. [11] et 1.3). On peut sans doute voir X(Λ) comme la
varie´te´ affine sur F1 associe´ a` cet espace vectoriel.
5.4
Il faudrait bien suˆr trouver d’autres exemples que les pre´ce´dents. Par exemple,
si G est un sche´ma en groupes de Chevalley sur Z, peut-on le de´finir sur F1 ?
Et qu’en est-il des varie´te´s de drapeaux associe´es ?
Par exemple la varie´te´ de Grassmann G(2, 4) est aussi la conique Q de P5Z
d’e´quation homoge`ne
xy − zt+ uv = 0 . (16)
Si l’on veut que le nombre des points de X(Rn), n ≥ 1, ve´rifie le The´ore`me 2
iii) ci-dessous, on peut de´finir comme suit un objet X sur F1 contenu dans celui
associe´ a` Q. Notons S1,Z, S2,Z, S3,Z et S4,Z les sous-varie´te´s localement ferme´es
de Q suivantes
S1,Z = Q ∩ {x 6= 0} ≃ A
4
Z
(coordonne´es z/x, t/x, u/x, v/x),
S2,Z = Q ∩ {x = 0, z 6= 0} ≃ A
3
Z
(coordonne´es y/z, u/z, v/z),
S3,Z = Q ∩ {x = z = 0, u 6= 0} ≃ A
2
Z
(coordonne´es y/u, t/u), et
S4,Z = Q ∩ {x = z = u = 0} ≃ P
2
Z
(coordonne´es homoge`nes (y, t, v)).
Notons S1, S2, S3, S4 les varie´te´s sur F1 correspondantes (cf. 5.2), munies
des immersions e´videntes Sα → Q dans O. Si A ∈ A on pose
X(A) = S
1
(A) ∪ S
2
(A) ∪ S
3
(A) ∪ S
4
(A)
dans Q(A) et aX = C.
Question 3. L’objet X = (X,C) sur F1 est-il une varie´te´ sur F1 telle que
X ⊗
F1
Z = Q ?
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6 Fonctions zeˆta
6.1
Soit X une varie´te´ sur F1. On cherche a` lui associer une fonction ζX(s). Si
n ≥ 1, rappelons que Rn = Z [T ]/(T n − 1) et que l’ensemble fini X(Rn) est
aussi celui des morphismes de Spec(F1n) vers X (cf. (9) si X est affine ; le
cas ge´ne´ral se montre de la meˆme fac¸on graˆce a` la Proposition 3). Puisque la
fonction zeˆta d’une varie´te´ alge´brique sur le corps Fq, q > 1, s’obtient a` partir
du nombre de ses points dans les corps Fqn , n ≥ 1, il est naturel de de´finir
ζX(s) a` l’aide des nombres entiers #X(Rn). On fera l’hypothe`se simplificatrice
suivante :
(Z) Il existe un polynoˆme N(x) ∈ Z [x] tel que, quel que soit l’entier n ≥ 1,
#X(Rn) = N(2n+ 1) .
En imitant A. Weil, introduisons alors la se´rie formelle des variables q et T
Z(q, T ) = exp

∑
r≥1
N(qr)T r/r

 .
Pour tout nombre re´el s on conside`re alors la fonction Z(q, q−s) au voisinage de
q = 1.
Lemme 1. i) Pour tout s ∈ R la fonction Z(q, q−s)−1 a un ze´ro d’ordre χ =
N(1) en q = 1. On a de plus
lim
q→1
Z(q, q−s)−1(q − 1)−χ = ζX(s) ,
ou` ζX(s) est la valeur en s d’un polynoˆme a` coefficients entiers.
ii) Si N(x) =
d∑
i=0
ai x
i on a
ζX(s) =
d∏
i=0
(s− i)ai .
Preuve. Si N(x) est la somme de deux polynoˆmes N ′(x) etN ′′(x), les fonctions
Z(q, T ) et ζX(s) associe´es a` N sont les produits de celles associe´es a` N
′ et N ′′.
Par conse´quent il suffit de traiter le cas ou` N(x) = xd. On a alors
Z(q, T ) = exp

∑
r≥1
qrd T r/r

 = (1 − qd T )−1
et par conse´quent
Z(q, q−s)−1 = 1− qd−s .
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Quand q tend vers 1 on trouve
Z(q, q−s)−1 = (s− d)(q − 1) +O(1) ,
ce qui de´montre le lemme.
6.2 The´ore`me 2.
i) Si ∆ est un e´ventail re´gulier, la varie´te´ X(∆) sur F1 qui lui est associe´e
(The´ore`me 1) ve´rifie la condition (Z). Le polynoˆme N(x) ∈ Z [x] tel que
#X(∆)(F1n) = N(2n+ 1) , n ≥ 1 ,
ve´rifie aussi
#P(∆)(Fq) = N(q)
pour tout corps fini Fq d’ordre q > 1. De plus N(1) est la caracte´ristique
d’Euler-Poincare´ de P(∆)(C).
ii) Si Λ = (Λ, ‖ · ‖) est un re´seau hermitien, la varie´te´ affine X(Λ) sur F1
qui lui est associe´e (Proposition 6) ve´rifie la condition (Z). Le polynoˆme N(x)
correspondant ve´rifie N(1) = 1 et N(x) − xt est un polynoˆme de degre´ au plus
t− 1 (ou` t = card(Φ), voir 5.3).
iii) Soit Q la quadratique d’e´quation (16) sur Z et
N(x) = x4 + x3 + 2x2 + x+ 1 .
On a alors
N(2n+ 1) = #X(Rn)
ou` X est le foncteur de´fini en 5.4, et
N(q) = #Q(Fq)
pour tout corps fini Fq, q > 1. De plus N(1) = 6 est la caracte´ristique d’Euler-
Poincare´ de Q(C).
Preuve. Pour prouver i) il suffit de traiter le cas d’une varie´te´ torique affine de
la forme Uτ . En effet, il en re´sultera en ge´ne´ral que les nombres #X(∆)(F1n)
et #P(∆)(Fq) sont donne´es par les valeurs (en 2n+1 et q) du meˆme polynoˆme,
car X(∆)(Rn) (resp. P(∆)(Fq)) est la re´union des ensembles Xτ (Rn) (resp.
Uτ (Fq)), amalgame´s le long des sous-ensembles Xτ∩τ ′(Rn) (resp. Uτ∩τ ′(Fq)).
Soit dont τ un coˆne ouvert re´gulier de dimension r et {m1, . . . ,md} une
base de M telle que {m1, . . . ,mr} soit une famille ge´ne´ratrice de Sτ . Comme
dans la preuve du The´ore`me 1 i), si τ ′ = R+m1 + . . . + R+md, la carte Uτ ′ →
AdZ donne´e par la famille des χ
mi , 1 ≤ i ≤ d, identifie Xτ (R) a` l’ensemble
fini (µ(R) ∪ {0})d−r × µ(R)r. Cette meˆme carte identifie Uτ (Fq) a` l’ensemble
Fd−rq × (F
∗
q)
r. Par conse´quent le premier e´nonce´ du the´ore`me est ve´rifie´ avec
N(x) = xd−r(x− 1)r .
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Par ailleurs, Uτ (C) a le type d’homotopie de (S
1)r. Sa caracte´ristique d’Euler-
Poincare´ est donc nulle si r > 0 est e´gale a` 1 si r = 0. On a donc bien
N(1) = χ(Uτ (C)).
Dans le cas ii) l’ensemble X(Rn) est celui des e´le´ments de Λ ⊗
Z
Rn de la
forme
x =
∑
v∈Φ
v ⊗ ζv ,
ou` ζv ∈ µ(Rn) ∪ {0} (voir (15)). L’ensemble µ(Rn) est forme´ des polynoˆmes
±T i, i = 1, . . . , n, et la famille (T i), i = 1, . . . , n est une base de Rn sur Z, donc
tout e´le´ment de Λ ⊗
Z
Rn s’e´crit de fac¸on unique sous la forme
x =
n∑
i=1
xi ⊗ T
i
avec xi ∈ Λ. Ceci conduit a` de´crire X(Rn) de la fac¸on suivante. Si Φ′ ⊂ Φ est
une partie de Φ, appelons V (Φ′) l’ensemble des vecteurs non nuls de Λ de la
forme ∑
v∈Φ′
εv v , avec εv ± 1 .
Si k ≥ 1 est un entier on note V (k) l’ensemble des collections {v1, . . . , vk} de k
vecteurs de Λ telles qu’il existe une famille finie (Φ1, . . . ,Φk) de sous-ensembles
disjoints de Φ tels que vj ∈ V (Φj), 1 ≤ j ≤ k. On note X(k, n) l’ensemble des
e´le´ments de X(Rn) de la forme
x =
k∑
j=1
vj ⊗ T
nj ,
ou` {v1, · · · , vk} ∈ V (k) et 1 ≤ n1 < n2 < . . . < nk ≤ n. L’ensemble X(Rn) est
la re´union disjointe de {0} et des sous-ensembles X(k, n). Par ailleurs,
#X(k, n) = (#V (k))n(n− 1) . . . (n− k + 1) .
Si vj ∈ Φj on a −vj ∈ Φj , donc le cardinal de chaque ensemble V (k) est divisible
par 2k, et #X(k, n) est un polynoˆme entier de la variable 2n, nul a` l’origine et
de degre´ k. Si k = t = card(Φ), chaque ensemble Φj comporte un seul vecteur
et son oppose´, donc #X(t, n) est la somme de (2n)t et d’un polynoˆme de degre´
au plus t − 1 en la variable 2n. Il en re´sulte que #X(Rn) = N(2n + 1) ou`
N(x) ∈ Z [x] ve´rifie les conditions de l’e´nonce´ (on notera que N(1) = 1 est
encore la caracte´ristique d’Euler-Poincare´ de XZ(C)).
Pour montrer iii) il suffit de noter que X(Rn) (resp. Q(Fq)) est la re´union
disjointe des ensembles S
α
(Rn) (resp. Sα,Z(Fq)), α = 1, 2, 3, 4, et d’appliquer le
The´ore`me 2 i).
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6.3 Exemples.
6.3.1
Le point Spec(F1) a pour fonction zeˆta
ζSpec(F1)(s) = s .
6.3.2
La droite affine A1 est telle que N(q) = q et
ζA1(s) = s− 1 .
6.3.3
Le groupe multiplicatif Gm ve´rifie N(q) = q − 1 et
ζGm(s) = (s− 1)/s .
6.3.4
Si ∆ et ∆′ sont deux e´ventails on a
ζX(∆×∆′)(s) = ζX(∆)(s)× ζX(∆′)(s) .
6.3.5
L’espace projectif Pd ve´rifie
N(q) = [d]
(voir 1.1) et donc
ζPd(s) = s(s− 1) . . . (s− d) .
Cette formule et les pre´ce´dentes sont celles pre´vues par Manin [14] (voir (3)).
6.3.6
Soit Λ = Z et λ = ‖1‖ > 0 la norme des ge´ne´rateurs de Λ. L’entier t ≥ 0
est la partie entie`re de λ et la fonction zeˆta de X(Λ) ne de´pend que de t, i.e.
ζX(Λ)(s) = ζt(s), avec ζ0(s) = s, ζ1(s) = s− 1, ζ2(s) = s(s− 2)/(s− 1),... Je ne
connais pas de formule ge´ne´rale pour ζt(s).
6.4 Remarques.
6.4.1
La de´finition du Lemme 1 i) a peut-eˆtre un sens dans des situations ou` (Z) n’est
pas ve´rifie´e. On peut aussi se demander si une varie´te´ X lisse sur F1 ve´rifie la
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condition (Z), si N(q) est le cardinal de (X ⊗
F1
Z)(Fq), q > 1, et si N(1) est la
caracte´ristique d’Euler-Poincare´ de (X ⊗
F1
Z)(C). En termes de motifs :
Question 4. Les motifs des varie´te´s lisses sur F1 sont-ils des motifs de Tate
mixtes ?
6.4.2
Quand X = Spec(R), R ∈ Ob(R), le cardinal de X(Rn) n’a pas un comporte-
ment simple et je ne sais pas de´finir ζX(s). Mais on remarquera que X n’est
jamais lisse sur F1 (sauf quand R = Z).
6.4.3
Soit G un graphe fini. M. Kontsevich associe a` G des varie´te´s YG et XG sur Z,
qui sont “souvent” des varie´te´s polynomialement de´nombrables [3], c’est-a`-dire
telles que leur nombre de points dans Fq, q > 1, est la valeur en x = q d’un
polynoˆme N(x) a` coefficients entiers. Kontsevich a sugge´re´ que ces varie´te´s
sont de´finies sur F1. Lorsquelles sont polynomialement de´nombrables peut-eˆtre
ve´rifient-elles la condition (Z) avec le meˆme polynoˆme N(x). De meˆme on peut
se demander si un matro¨ıde de´finit une varie´te´ sur F1.
7 Sur l’image du J-homomorphisme
7.1
Comme l’a note´ Manin [14], la formule (1) sugge`re que les groupes de K-the´orie
alge´brique de F1 sont les groupes d’homotopie stable des sphe`res. En effet,
rappelons que, d’apre`s D. Quillen, la K-the´orie d’un anneau A est
Km(A) = pim BGL(A)
+ , si m ≥ 1 , (17)
ou` le CW-complexe BGL(A)+ est obtenu en adjoignant au classifiant du groupe
line´aire infini GL(A) des cellules de dimensions 2 et 3 (voir [12]). Si A est un
corps et m > 1, la formule (17) vaut aussi en remplac¸ant le groupe line´aire par
le groupe spe´cial line´aire.
Par ailleurs, un the´ore`me de Barratt, Priddy et Quillen [16] affirme que si
Σ∞ = ∪
N≥1
ΣN est le groupe syme´trique infini, on a
pimB Σ
+
∞ = pi
s
m , m ≥ 1 , (18)
ou` pism est le m-ie`me groupe d’homotopie stable des sphe`res. Il est donc logique
d’e´crire
Km(F1) = pi
s
m , m ≥ 1 . (19)
Variante. Le groupe des unite´s de F1 est F
∗
1 = µ(Z) = {±1}. On peut
donc envisager que GLN(F1) est le groupe des matrices monomiales N×N dont
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les entre´es sont ±1, c’est-a`-dire le produit en couronnes ΣN
∫
(Z/2)N . Cela
conduirait [10] a` remplacer (19) par la formule
Km(F1) = pi
s
m(B(Z/2)) ,
qui n’en diffe`re que par un groupe fini de 2-torsion.
7.2
L’inclusion standard de ΣN dans GLN (Z) induit un morphisme
αm : pi
s
m → Km(Z) , m ≥ 1 ,
que l’on peut voir comme celui induit en K-the´orie alge´brique par le morphisme
d’anneaux F1 → Z. Ce morphisme αm est bien compris.
Adams a introduit un morphisme
J : pim O→ pi
s
m ,
dont il montre que l’image est un groupe cyclique. Le groupe Im (J) est d’ordre
2 si m est congru a` 0 ou 1 modulo 8. Il est cyclique d’ordre le de´nominateur wi
de bi/2i si m = 2i− 1 avec i pair, ou` bi le i-e`me nombre de Bernoulli. Et il est
nul sinon.
Quillen a montre´ que αm est injectif sur l’image de J [17] et S.A. Mitchell
[15] a montre´ que l’image de αm co¨ıncide avec celle de αm ◦ J .
7.3
Par ailleurs, les the´orie de M. Le´vine, M. Hanamura et V. Vœvodsky permettent
de voir les groupes deK-the´orie alge´brique comme des groupes d’extensions dans
une cate´gorie (de´rive´e) de motifs mixtes. Si par exemple m = 2i− 1 > 1, on a
K2i−1(Z) = K2i−1(Q) = ExtDM(Q)(Z(i),Z) . (20)
On peut s’attendre a` une formule du meˆme type pour le corps a` un e´le´ment :
K2i−1(F1) = ExtDM(F1)(Z(i),Z) .
Les re´sultats de 7.2 signifieraient alors que la classe d’une extension de motifs
de Tate sur Q qui provient, par extension des scalaires de F1 a` Z (puis Q), d’une
extension de motifs de Tate sur F1 est de torsion, et annule´e par wi s’il s’agit
d’une extension de Z par Z(i) (ou de Z(j) par Z(i + j), j ∈ Z).
7.4
Un re´sultat de B. Totaro [23] est cohe´rent avec les re´flexions pre´ce´dentes. Si
P(∆) est la varie´te´ torique associe´e a` un e´ventail ∆ de dimension d, le The´ore`me
30
5 de [23] montre que la filtration des poids de la cohomologie singulie`re a` coef-
ficients rationnels de P(∆)(C) est canoniquement scinde´e. La preuve consiste a`
conside´rer la filtration canonique
P(∆) = Y0 ⊃ Y1 ⊃ . . . ⊃ Yd ⊃ ∅ ,
ou` Yk est la re´union des orbites toriques de dimension au plus d − k. Chaque
strate Yk−Yk−1 est la re´union disjointe de produits du groupe multiplicatif par
la droite affine, et la multiplication par n dans N ≃ Zd (cf. 5.1) induit le produit
par nj sur la partie de poids j de la cohomologie de ces strates.
Autrement dit, la filtration de P(∆) par Yk fournit des extensions de motifs
de Tate, et donc des classes dans les groupes ExtDM(Q)(Z(i+ j),Z(j)), qui sont
annule´es par le p.g.c.d. des entiers ni+j − nj , n > 1. Si j est assez grand, on
sait bien que ce p.g.c.d. n’est autre que wi. Or le The´ore`me 1 indique que ces
extensions sont sans doute dans l’image du morphisme
ExtDM(F1)(Z(i + j),Z(j))→ ExtDM(Q)(Z(i + j),Z(j)) ,
ce qui va dans le sens de la discussion de 7.3.
On peut aussi se demander si le re´sultat de Totaro est optimal et si le groupe
Im(α2i−1), i ≥ 1, est engendre´ par des extensions de motifs sur Q provenant des
varie´te´s toriques par le proce´de´ pre´ce´dent. Ceci conduit au proble`me suivant,
que l’on pourrait aborder en e´tudiant la structure de Hodge mixte a` coefficients
entiers de P(∆) et de sa filtration canonique par les Yk :
Question 5. Pour tout entier i ≥ 1, existe-t-il j ≥ 0, une varie´te´ torique P(∆)
et une extension de Z(j) par Z(i+j), de´duite de la filtration canonique de P(∆),
dont la classe dans ExtDM(Q)(Z(j),Z(i + j)) soit d’ordre wi ?
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